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FILTROS DIGITALES

Principios de los filtros digitales

Los filtros digitales operan sobre las sefiales que representan al sonido, transformando sus muestras
a través de un algoritmo, y convirtiéndolas en nuevas secuencias numéricas cuyas caracteristicas
son distintas a las originales (sefial filtrada).

Existen diversas clasificaciones de los filtros. Basicamente, podemos distinguir cuatro tipos: pasa
bajos, pasa altos, pasa banda y rechazo de banda.

El filtro pasa bajos, como su nombre lo indica, deja pasar las componentes mas graves del sonido, y
retiene a las componentes agudas cuya frecuencia es superior a la frecuencia de corte del filtro. Su
version mas elemental se obtiene sumando a una sefial digital una copia de si misma, retrasada en
una muestra. Este proceso se representa a través del siguiente diagrama.
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Figura 1

La sefial de entrada se representa como x(n) —se lee x de n- que es el modo de referirnos a una forma
de onda cualquiera, cuyos valores de amplitud para cada muestra dependen del nimero de muestra
considerado (n). Este tipo de notacion no dice nada sobre el contenido de la sefial, pero nos permite
nombrarla y diferenciar, por ejemplo, una sefial de otra. Siguiendo este criterio, denominamos y(n) a
la sefial de salida filtrada, que es distinta a x(n).

La caja con la inscripcion z* se denomina linea de retardo y representa a un dispositivo capaz de
retrasar en una muestra a la sefial de entrada. Cuando ingresa a la linea la primera muestra no sale
nada (en realidad, sale un cero), cuando ingresa la segunda sale la primera, y asi sucesivamente. La
cantidad de muestras que se retrasa la sefial se indica con el exponente negativo (-1 en el ejemplo),
el cual puede asumir cualquier valor (z* significa un retraso de 24 muestras).

Siguiendo el diagrama y resumiendo, ingresa al filtro una sefial x(n) que se suma a una version
retrasada en una muestra de si misma, y da como resultado otra sefial filtrada y(n).

Lo mismo puede representarse en notacion simbolica, de este modo:

y(n) =x(n) +x(n-1)

al valor de la muestra n de la funcion x se le suma el valor de la muestra n — 1 (la anterior) de la
misma funcion. Este seria el procedimiento a aplicar en un programa de computacion para lograr el
filtro en cuestion.

Resulta dificil imaginar como es posible que el resultado obtenido a través de esta operacion sea el
de un filtro pasa bajos. Para tratar de comprenderlo vamos a hacer pasar sefiales sinusoidales de
distintas frecuencias por nuestro filtro basico y observar qué sucede. En los gréaficos que siguen,
vemos la sefial original (x(n), roja) y la retrasada (x(n - 1), negra), que sumadas dan la resultante

(y(n), verde).
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El primer cuadro de la Figura 2 muestra una fundamental que posee 32 muestras por ciclo. Los
siguientes a sus armoénicos; el segundo representado con 16 muestras por ciclo, etc., hasta llegar al
armonico 16, con s6lo dos muestras por ciclo (criticamente muestreado). En este Ultimo caso, un
retraso de una muestra significa un cambio de fase de 180° respecto al original, por lo cual, la suma
de ambas sefiales da cero. Observando detenidamente los graficos, notamos que a medida que la
frecuencia es mayor, se produce una mayor diferencia de fase entre la sefial original y la retardada,
debido a la diferencia entre ambas, de una muestra. Este desfase origina una disminucién gradual de
la amplitud a medida que aumenta la frecuencia, que se vuelve cada vez mas notable.

Si trazamos una curva que muestre los valores de amplitud de la resultante en funcion de la
frecuencia de cada sefial sinusoidal que ingresa al filtro, obtenemos la respuesta en amplitud (a).
Del mismo modo, podemos graficar como se modifica la fase en funcion de la frecuencia, o sea su
respuesta en fase (b). Tanto la respuesta en amplitud, como la respuesta en fase, conforman la

denominada respuesta en frecuencia del filtro.
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Figura 3

Segun se observa en la Figura 3, la ganancia crece al doble para 0 Hz y cae gradualmente hasta
hacerse nula para un valor igual a la mitad de la frecuencia de muestreo. La fase, por otra parte,

cambia linealmente de 0 a —/2 radianes.
VVamos ahora escribir la ecuacion del filtro bésico de forma més general:
y(n)=x(n) +g.x(n-r)
En el caso anterior, filtro pasa bajos, el coeficiente g es igual a 1, y la cantidad de muestras de

retardo (r) también es 1. Si ahora asignamos a g el valor -1 (lo cual equivale a restar los términos de
la ecuacion) obtenemos un filtro pasa altos, también muy bésico, cuya respuesta en amplitud es:
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Figura 4

Extendiendo este principio, con r = 2 (dos muestras de retardo) y g = 1 obtenemos un filtro rechazo
de banda, y conr =2y g = -1, un pasa banda.

Otras clasificaciones de los filtros

Los filtros con los que trataremos se denominan lineales e invariantes en el tiempo. Estos filtros
resultan de gran importancia en audio, dado que son los Unicos que preservan las frecuencias de las
sefiales que ingresan a ellos, es decir, no agregan componentes espectrales. Los filtros no lineales
producen distorsion arménica e intermodulacion.

Decimos que un filtro es lineal cuando cumple lo siguiente:
- laamplitud de la salida es siempre proporcional a la amplitud de la entrada.
- si sumamos dos sefiales y las ingresamos al filtro, la salida es la misma que la suma de las
sefiales de entrada filtradas por separado.

Un filtro es invariante en el tiempo cuando ejecuta siempre la misma operacion,

independientemente del tiempo transcurrido. Un ejemplo de filtro variable en el tiempo es un
trémolo, donde la amplitud de una sefial (x(n)) varia segln otra, en general periddica (g(n)).

y(n) =g(n) . x(n)
Por otra parte, podemos clasificar a los filtros en causales y no causales. Decimos que un filtro es
causal cuando su salida no depende de muestras de entrada “futuras”. Los filtros vistos
anteriormente son causales. Un filtro no causal es el siguiente:

y(n) =x(n) +x(n +1)

en el cual (n + 1) alude a una muestra futura. Los filtros no causales poseen ciertas limitaciones
cuando se emplean en tiempo real.

Ademas, los filtros se clasifican en recursivos y no recursivos. Un filtro no recursivo sélo emplea
muestras de la sefial de entrada (x(n — 1), por ejemplo) para calcular la salida.

y(n) =x(n) +x(n - 1)
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Un filtro recursivo es aquel que, ademas de usar las muestras de entrada, utiliza muestras ya
calculadas de su salida (y(n — 1), por ejemplo) para generar la muestra actual. Estos Gltimos poseen
realimentacion (feedback), vale decir, reutilizan la salida.

y(n) =x(n) +y(n-1)
Ecuacion en Diferencias
Los filtros causales, lineales e invariantes pueden representarse en el dominio del tiempo por su
ecuacion en diferencias. Esta ecuacion es una formula que permite calcular la salida de un filtro de
acuerdo a las muestras presentes y pasadas de la sefial de entrada (parte no recursiva) y las muestras
pasadas de la sefial de salida (parte recursiva).
y(n) =box(n) +bix(n - 1)+ ...+byx(n-M) - a;y(n-1)-...-ayy(n-N)

Los valores de las a y las b se denominan coeficientes del filtro.

Podemos escribir la ecuacion anterior de modo mas compacto, utilizando el simbolo de sumatoria

Y =3 0x(n-1)->ay(n-i)

donde se reemplazan las i y las j por nimeros consecutivos que van de 0 hasta M para el primer
término, y de 0 a N para el segundo.

A modo de ejemplo, siM =2y N = 2 la ecuacion es:
y(n) = box(n) + byx(n - 1) +box(n - 2)-a;y(n-1)-axy(n-2)

y el diagrama que corresponde es el siguiente, donde se aprecia con mas claridad la recursion, en la
parte derecha del gréfico:

z(n)

Figura 5

Denominamos orden del filtro al nimero mayor de muestras de retardo que posee su parte recursiva
0 su parte no recursiva (valor maximo entre M y N). En el ejemplo anterior, tanto M como N valen 2,
por lo cual se trata de un filtro de segundo orden (el orden es 2).

En la ecuacion siguiente, M =1y N =3, se trata entonces de un filtro de tercer orden.

y(n) =x(n)-0.1 x(n - 1)-0.5y(n-1) +0.8y(n-2)-0.3y(n-3)
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Filtros FIR

Un filtro FIR (por finite impulse response, respuesta finita al impulso) s6lo consta de la parte no
recursiva, vale decir que sélo utiliza muestras actuales y anteriores de la sefial de entrada. También
se denomina filtro transversal o tapped delay line.
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Figura 6

La respuesta en amplitud de un filtro FIR esta formada por depresiones o anti-resonancias, que
constituyen los ceros del filtro. Cada cero corresponde a un coeficiente b; distinto de 0, para i mayor
que 0 (by, by, bs...). Un filtro FIR siempre es estable, dado que no existe recursividad.

Filtros IR

A diferencia del filtro FIR, el 1IR (por Infinite Impulse Response, respuesta infinita al impulso)
consta solo de una parte recursiva, 0 bien de ambas, recursiva y no recursiva, como el que se
observa en la figura 5. Cada término de la ecuacidn en diferencia que manifiesta una realimentacion
(cada coeficiente a; distinto de 0) conforma un polo del filtro, y produce un pico de resonancia en la
respuesta en amplitud.

Respuesta a impulso y funcion de transferencia de un filtro

Definimos al impulso como una sefial digital (u(n)) cuya primera muestra vale 1, y todas las
siguientes valen 0.
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Figura 7

Esta sefial se caracteriza por poseer un espectro que cubre todas las frecuencias del rango audible de
forma constante.
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Si ingresamos un impulso a un filtro obtenemos su respuesta a impulso, sefial que suele
identificarse como h(n). En situaciones normales, la respuesta a impulso se aproxima a cero a
medida que el tiempo transcurre, y decimos en ese caso que el filtro es estable. Caso contrario, si la
sefial aumenta su amplitud con el tiempo, decimos que el filtro es inestable.

Consideremos, a modo de ejemplo, el siguiente filtro recursivo de primer orden, y observemos qué
sucede al ingresar un impulso:

y(n) =x(n) +0.9y(n- 1)

n X(n) y(n-1) y(n)

1 1 0 1

2 0 1 0,9

3 0 0,9 0,9x0,9=0,81
4 0 0,81 0,9x0,81=0.73
5 0 0,73 0,9x0,73=0.65
6 0 0.65 0,9x0,65=0.58
7 0 0.58 etc.

La respuesta a impulso es por lo tanto la siguiente:
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Figura 8

Podemos, entonces, definir al impulso como una sefial discreta cuya primera muestra es unitaria y
todo el resto nulo, que se representa como u(n). EI impulso posee una respuesta plana en frecuencia,
y su utilizacién nos permite evaluar el comportamiento de un sistema, tanto en los aspectos
temporales como espectrales por su brevedad, y porque posee energia en todas las frecuencias del
rango audible.

Si registramos un sonido impulsivo en un determinado ambiente —producido por un disparo, por
ejemplo- el recinto responderé a ese estimulo con mdltiples reflexiones y una coloracién espectral
particular. Efectuando la convolucidn entre la respuesta a impulso de la sala h(n) y otra sefial x(n),
grabada de un instrumento musical al aire libre por ejemplo, obtendremos un resultado similar al del
instrumento ejecutando en ese ambiente y(n). En este caso, hemos evaluado a la sala como si se
tratara de un filtro.

y(n) = h(n) * x(n)

donde h(n) es la respuesta a impulso, o sea la sefial que egresa del filtro al ingresar un impulso, y el
simbolo * representa a la operacion de convolucion.
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x(n) — h(n) > y(n)=h(n)* x(n)

filtro

Figura 9
La siguiente ecuacién define a la convolucion lineal, que es Util cuando la respuesta a impulso
contiene pocas muestras.

y(n) = x(n)*h(n) = > x(m) h(n—m)

Caso contrario, es mas conveniente aplicar la convolucion rapida, que se obtiene a partir de la
multiplicacion de los dos espectros, el de la sefial de entrada y el de la respuesta a impulso.

Es posible pasar de una respuesta a impulso h(n) (una forma de onda representada en el dominio del
tiempo) a una funcion de transferencia H(k) (un espectro representable en el dominio de la
frecuencia) utilizando la Transformada Discreta de Fourier (DFT, por Fourier Discrete Transform).
Segun se observa, reemplazamos la variable n (nimero de muestra de una sefial en el dominio del
tiempo) por la letra k (numero de muestra de una sefial en el dominio de la frecuencia) a fin de
distinguirlas.

La funcion de transferencia describe la relacion entre la entrada y la salida de un filtro a través de
H(k) = Y(k) / X(K)

X(K) representa a la DFT de la sefial de entrada, e Y(k) a la de salida.

Xk) —» HK — Y& =HKX(K)

filtro

Figura 10

Podemos entonces definir a la funcion de transferencia como la relacién entre el espectro de Fourier
de la sefial de salida y el de la sefial de entrada, y dicho de otro modo, como el espectro de la
respuesta a impulso del filtro. Ella nos informa en qué medida varia la amplitud y la fase de cada
una de las componentes de la sefial que a él ingresa.
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Retardo de un fasor

Partiendo de la relacion de Euler e!’ =cosé + jsin@, y haciendo el :ej”", obtenemos un
fasor de radio unitario y velocidad o.

Si aplicamos un retardo de t segundos al fasor

e j(u(t—r): e—jfure jat

vemos que equivale a multiplicar al fasor por un factor complejo que no depende del tiempo t, sino
del tiempo de retardo t y la velocidad w. Aplicar tal retardo significa atrasar al fasor en un angulo

igual a —ot (porque e “7e 1= e 11"y wt es un angulo).

El filtro basico desde otra perspectiva

Sumando al fasor otro fasor retardado nos queda:
y(t) —e joot + ble jo(t-7)

Segun dijimos, el segundo fasor se encuentra retrasado un angulo de —ot radianes.

T

Figura 11
Si factoreamos el fasor obtenemos

y(t) = [1+b e 1o |e 1

lo cual nos dice que la salida del filtro es el mismo fasor con frecuencia ®, multiplicado por la
expresion entre corchetes, a la cual llamamos respuesta en frecuencia.

H(w)=1+Dbe "

De aqui podemos extraer la respuesta en amplitud (magnitud de la respuesta en frecuencia) y la
respuesta en fase (angulo de la respuesta en frecuencia). Podemos decir que el filtro multiplica la
magnitud del vector de entrada por la frecuencia en amplitud del filtro y desplaza la fase de acuerdo
a la respuesta en fase.
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La magnitud de la respuesta en frecuencia es:

H(@)|=fL+be

|H ()| =1+ b, cos et — jb, sin et

[H (@) = /(L+b, cosat)? + (-, sin at)?

H(w)|= \/1+ 2b, cos wt + b* cos® wt + b sin’ wt

IH (@)] = {1+ 2b, cos @t +b%

Resumiendo, dado el filtro
y(n) =b,x(n) +bx(n-1)
Podemos escribir
y(n) = x(n) [by + e ]

dado que n representa una cantidad de periodos de muestreo y © =1, 0 sea un retardo de un periodo
de muestreo.

Podemos llamar z a ej”, con lo cual
y(n) = x(n)|b, + bz*]

Que indica que multiplicar por z™* (operador de retardo) equivale a retrasar a la sefial en una
muestra.

x(n) —4>®—> y(n)
— T

z

Figura 12

Si X es la sefial x(n) entera, con todas sus muestras, del mismo modo que Y lo es respecto a y(n),

Y =X [bo +blz’1]

10



Procesamiento Digital de Sefiales de Audio — Filtros digitales Dr. Pablo Cetta

A la expresion [bo +blz’1] se la define como la funcién de transferencia del filtro H(z), y es un

operador que escala y retrasa, 0 retrasa y escala, pues ambas operaciones son conmutativas al
aplicarlas sobre la sefial X).

Y =H(z)X

La funcion de transferencia resulta muy Util para resolver distintos casos, como el que se presenta
cuando colocamos dos filtros ubicados uno a continuacién de otro, en lo que se denomina una

conexion en cascada. Supongamos que sus funciones de transferencia son G(z) = a, Jralz‘1 y
H(z)=b, +bz™, respectivamente.

A 4

X —» G(2) H(z) Y

Figura 13
Y =H(z2)W =H(2)[G(z2) X ]
Si multiplicamos ambos operadores, H(z) .G(z), obtenemos
H(z) .G(z) = (a, +az )(b, +bz™)
H(z) .G(z)=a,b, + (a,b, +ab)z " +ab z7?
por lo cual, los filtros se combinan del siguiente modo:
y(n) =a, b, x(n) + (a, b, +a,by) x(n—-1) +a, b, x(n—2)

e indican que H(z) .G(z) =G(z) .H(2)

Representacion gréafica en el plano z
Ejemplo, si

H(z)=1-bz*

11
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El médulo de z—b, equivale a la distancia existente entre el punto que representa a @ y la
ubicacion de b,.

Figura 14

12
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Transformada Z

Segun vimos, un filtro digital es lineal si obedece al principio de superposicion. Si las sefiales x(n)
son entradas, las y(n) salidas, y a y b son constantes cualquiera, debe cumplirse que:

ax, (n) +bx,(n) = ay; () + by, (n)

Por otra parte, si la respuesta del filtro no varia con el paso del tiempo el filtro es invariante en el
tiempo. Y si paran <0, x(n) vale 0, el filtro es, ademas, causal.

Finalmente, concluimos que un filtro lineal, invariante en el tiempo y causal puede ser descrito a
partir de la ecuacion:

y() =Y bx(n-i) - ay(n-i)

donde b y a son los coeficientes que determinan las caracteristicas de ese filtro.

El signo negativo frente a los elementos recursivos proviene de la forma simétrica de escribir la
ecuacion. Suponiendo que el filtro es recursivo de orden 2, su ecuacion en diferencias es:

y(n)+ay(n-1)+a,y(n-2) =byx(n) +b,x(n-1) +b,x(n-2)
donde

y(n) =byx(n) + bx(n=1) +b,x(n -2) —a,y(n-1) —a,y(n - 2)

Definicién

La importancia de la transformada z radica en que permite reducir ecuaciones en diferencias a
ecuaciones algebraicas, permitiendo la conversién del dominio del tiempo al dominio de la
frecuencia.

La transformada z se representa Z{x(n)}= X(z)
X(z)= > x(n)z™"
donde z es una variable compleja, de la forma re!? (forma polar de un nimero complejo).

Considerando que las sefiales tratadas comienzan en tiempo cero, podemos comenzar la sumatoria
en n = 0 (transformada Z unilateral).

13
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X (2) =Y (M) " = x(0) + x1)2* + X(2)2 2 +.

n=0

Un ejemplo: x(n) ={1,0,-1,0,2,0...}

X(z)=Y x(N)z"=1+0z"-1z2+0z°+2z ' +..=1-72+ 27"

n=0

27" puede interpretarse como un operador de retardo unitario, pues Xx(n)z ' =x(n-1), y

277zt =772,

Impulso unitario

Z{5(n)}, sabiendo que o(n)={1,0,0...}
X(2)=Y 5(nz" =5(0)2° =1
0
Impulso unitario con desplazamiento
6(n-3)={0,0,0,1,0,0...}
X(z) = i&(n -3z"=7"
)

y en general
Z{s(n-m)r=z" silz]>0

Escalon unitario

Para el escalén unitario, donde u(n) =1 para todo n >=0, y 0 en caso contrario,

X(@)=Y1lz"=1l+z'+z2+2°+7"+...
n=0

Considerando que » ar" = al-r)
n=0 (1_ r)

14
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Si |z| <1 entonces la serie es convergente (la suma de los términos da un nimero finito, pues a

medida que n aumenta los términos se vuelven cada vez mas pequefios), y puede aplicarse la
siguiente formula

La transformada Z del escaldn unitario queda definida entonces como

DO SN 7 110\

—~ 1-z% z-1

Relacion entre la transformada Z y la transformada de Fourier

Si reemplazamos z ™" por e " obtenemos

X () = 3 x(n)e F”

n=0

que es la transformada de Fourier. Esto demuestra que la DFT es un caso particular de la
transformada z.

Transformada Z de una ecuacion en diferencias

Partiendo de la ecuacion general en diferencias de un filtro LTI (lineal e invariante en el tiempo)
vamos a aplicar la transformada z.

Y() = byx(n) + bx(N—1) +...+ b, x(n M) ~a,y(n 1) —...~a,y(n—N)
Z{y("} = Z{0,x(n) + bx(n ~1) + ..+ b, x(N— M) ~a,y(n 1) —..~ a,y(n — N)}
Z{y(n)} = Z{px(M}+ Z{X(N D} + ..+ Z{b, X(n - M)}~ Z{a,y(n - D} —..~ Z{a,y(n - N)}
Z{y (W} = B,Z{X (M} +BZ{X(N~D} +...+ b, Z{x(n ~ M)}~ 8,Z{y(n D} -...~a, Z{y(n - N)}

Aplicando el teorema del desplazamiento, que establece que un retardo A en el dominio del tiempo
corresponde a una multiplicacion por z™* en el dominio de la frecuencia

X(n—=A) < 27°X(2), A>0
Z{x(n-K)}=z2"X(2)

nos queda, entonces
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Z{y(n)} = byZ{x(n)}+b,z " Z{x(n)}+... + by, 2 M Z{x(n)} -~ a,z " Z{y(n)}~...—a,z " Z{y(n)}
Reemplazando Z{x(n)} por X(z) y Z{y(n)} por Y(z)
Y (2) =b, X (2) + bz X (2) +...+b, 7" X (2) - 2,27 (2) ... ay 2 Y (2)
Y(2)+a2™Y (2)+..+ 2,2 Y (2) =By X (2) bz X (2) + .+, 27 X (2)

Y(z)[1+ az™t +...+aNz‘N]: X (z)[b0 +bz ™t +..+b, 27 ]

Y(z) by+bzt+..+b,z7"
X(z) l+azt+..+a,z"

H(z) =

que es la funcion de transferencia de un filtro LTI, donde la salida esta caracterizada por el producto
de la transformada de la sefial de entrada con la funcién de transferencia.

Y(2)=H(@)X(2)]

La funcion de transferencia nos permite ahora acceder a los polos (raices del denominador) y ceros
del filtro (raices del numerador), luego de haber convertido la ecuacion en diferencias, en
polinomios. El teorema fundamental del algebra expresa que un polinomio de grado N tiene
exactamente N raices, las cuales pueden ser reales o complejas. Cualquier valor de z que convierta
al polinomio en cero, es su raiz.

Los polos representan regiones de resonancia en el espectro de la respuesta a impulso, mientras que
los ceros representan depresiones. Observando la ecuacion de la funcién de transferencia, vemos
que un cero en el denominador la vuelve cero (cero), mientras que un cero en el denominador la
vuelve infinito (polo).

Una forma posible de encontrar las raices de un polinomio es mediante el factoreo. Para poder
factorear el numerador debemos quitar, en principio, el término by, del polinomio

b, +bz ™" +...+b,z b 1+ Bz +..+ Bz
1+az +..+a,z" l+azt+..+a,z"

H(z) =

siendo S, =D, /b,. Los polinomios factoreados pueden ser expresados del siguiente modo:

H (Z) — bO (1_ qlzj)(l_ qZZ__ll)(l— qM Z__ll
A= pz)A=p,z7)..(1- pyz

donde las q representan a los polos del filtro, y las p a los polos. Cualquier g que convierta al
numerador en 0 es un cero, y del mismo modo, cualquier p que convierta al denominador en 0 es un
polo.

16
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Ejemplo de obtencion de la funcion de transferencia a partir de la respuesta a impulso

Vamos a analizar ahora un caso concreto: la respuesta de un filtro de un polo, cuya ecuacién en
diferencias es

y(n) =x(n)+a,y(n-1)
Si introducimos un impulso en nuestro filtro, la respuesta a impulso sera

h(n)={La,a’a’a",.}

Podemos componer mejor este concepto observando la siguiente tabla:

n X(n) y(n-1) y(n) = h(n)
0 1 0 1

1 0 1 aj;

2 0 a; a,°

3 0 a;° a’

4 0 313 314

Aplicando la transformada z obtenemos la funcion de transferencia

H(z)=Y h(nz"=1+az"'+a°z % +a,’z° +...= ;_1
n=0 1-a;z

teniendo en cuenta que Ilegamos a ese resultado basandonos en

&2 a
Zarn =l+ar+ar’+..=——
n=0 1_r

cona=1lyr=a,z"

A partir de la funcién de transferencia podemos calcular la respuesta en frecuencia y la respuesta en
fase del filtro. Para ello, evaluamos primero z como e’

i 1
HE")=——
%) 1-ae™

y luego debemos calcular su magnitud ‘H (ej“’)‘ ysufase ZH(e').

La funcion de transferencia posee una parte real y otra imaginaria. Para extraer la magnitud
podemos basarnos en la siguiente regla, que parte de multiplicar un complejo por su conjugado.

(a+ jb)(@- jb) =a? +b?

17
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La magnitud es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de la parte real e imaginaria, por lo
tanto.

HE")|=yH(E")HE ")

|H(ej“’)|=\/ 1 1 1 1

o Yo = - — = - —
1-ae ™ 1-ae Vi-ae” —ae i +a’ fl+a’-a (e’ +e )

Como e +e71“ = 2cosw, sustituyendo en la ecuacion nos queda

1

J1+a,> —2a, cosw

H(e")

A partir de esta ecuacion, dando valores a a, obtenemos las distintas respuestas en frecuencia del

filtro analizado. En el gréfico siguiente se representan tres respuestas, que corresponden a valores
de K iguales a 0.8, 0.7 y 0.6. Segun se observa, la ecuacion corresponde a la de un filtro pasabajos.

1

x-'-1.54—1.6 oS X
1

x"-1.49—1.4 oS X

1 1 1 1 1 1 1

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 vy 1.36-1.2 cosx)

Figura 15

Para calcular la respuesta en fase dividimos la parte imaginaria por la parte real, y calculamos el
arco tangente.

Z(a+ jb) = tanlg

]. Si recordamos que
a+ ]

Pero en nuestro caso, el complejo se presenta bajo la forma £ (

(a+ jb)(a— jb) =a’® +b?*, y multiplicamos numerador y denominador por a — jb, podemos
escribir

18
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£[-L :4(—&12_ Jsz=tan1_—b
a+ jb a“+b a

pues el divisor a® +b* no cambia la relacién entre a'y b.

1 1 1

H ejw = — = =
(") 1-ae’” 1-a,(cosw— jsinw) 1l-a,cosw+ ja,sinm

Habiendo obtenido la parte real y la imaginaria y calculando £ ( ! 'bj =tan™ _—b
a+j a

—a,Sinw

ZH () =—1——
1-a,cosw

A continuacion se observa la respuesta en fase del filtro para valores de a, iguales a 0.8, 0.7 y 0.6.

0.5 1.0 1.5 . 2.5

0.3 sinix)

1-0.8 cosx
B 0.7 sinix)

1-0.7 cos x)
__DEsinix)

1-06cosx

Figura 16
La funcion de transferencia a partir de la ecuacion en diferencias del filtro
Consideremos el filtro de dos polos siguiente
y(n) =byx(n) - a,y(n-1) -~ a,y(n - 2)
Recurriendo a la ecuacion de la funcién de transferencia de un filtro LTI

Y(z) by+bzt+..+b,z"
X(z) l+azt+..+a,z"

H(z) =

19
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podemos escribir directamente la funcion de transferencia de nuestro filtro de de segundo orden

-1 -2
l+az7 +a,z

H(2)

El orden del polinomio indica que existen dos raices (polos del filtro) que podrian calcularse
mediante la férmula cuadréatica para la resolucion de ecuaciones de segundo grado.

_ —b++/b®—4ac

Si ax’ +bx+c =0, entonces x = >
a

Aplicando esta férmula podemos averiguar las raices de la ecuacién. Si el discriminante b® —4ac
es igual a 0 el polinomio tiene dos raices iguales, y la parabola que representa toca al eje de las
abcisas en un solo punto. Si el discriminante es mayor que cero la ecuacion presenta dos raices
reales distintas y la parabola corta al eje en dos puntos. Por Gltimo, si el discriminante es menor que
cero, las raices son complejos conjugados, y la parabola no corta al eje de abcisas.

Pero también podemos resolver las raices del denominador de la funcién de transferencia mediante
el factoreo de la ecuacién cuadratica, del siguiente modo,

L+azt+a,z7 =(1- pz )1 p,2 )

donde p, y p, son los polos del filtro. Veamos como se relacionan los coeficientes con la
ubicacion de los polos.

(1_ plz_l)(l_ pzz_l) =1- pzz_l - plz_l + plz_l p22—1 :1_(p1 + p2)2—1 + pl-pzz_z
de lo cual se deduce que
Ppp+pP,=—a Yy PP,=9

Ahora, si consideramos que las raices son numeros complejos conjugados (por ser reales los
coeficientes), podemos escribirlos de la siguiente manera:

jo -jé
p=re’ y p,=re’

donde r es el moédulo, o sea la distancia entre punto ubicado en el plano complejo y el origen de
coordenadas, y 6 es el argumento (4ngulo).

p+p,=re? +re’?
de acuerdo a la relacion de Euler:
p,+ P, =r(cosé+ jsin@)+r(cosd— jsinP) = 2r cos g

p.p, = r(cosd+ jsin@).r(cosd — jsin@) =r’
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Sustituyendoen 1+a,z" +a,2%, nos queda

by _ by
1+az'+a,z? 1-(p,+p)z +p.p,2°

H(2) =

b,

H(z)=
(2) 1-2rcosf z ' +r?z?

que es la funcién de transferencia, en la cual observamos el valor de los coeficientes obtenidos a
partir de la ubicacion de los polos.

La utilidad de conocer los polos o ceros de un filtro reside en la posibilidad de graficarlos en el
plano z, y a partir de ello obtener la respuesta en frecuencia y en fase de forma gréafica y sencilla. El
plano z puede contener una circunferencia de radio unitario, que es definida por las soluciones de
z=e'", y sobre la cual se representan las frecuencias entre 0 (en z = 0) y R/2 (frecuencia de
Nyquist, en z = -1) sobre los &ngulos que van de 0 a = radianes.

imag
R/2 Hz ‘ZO Hz
\A
real
Figura 17

Los polos y los ceros se ubican en el plano z, ya sea dentro o fuera de la circunferencia unitaria. No
obstante, es preciso considerar que si los polos se ubican fuera de la circunferencia producen un
filtro de tipo inestable.

Recordemos entonces que la funcién de transferencia puede ser factoreada, para obtener de ese
modo los polos y los ceros del filtro.

H(z) =b, (- qlz:i)(l_ qzzill)...(l— Qu Z:ll)
l-pz)A-p,z7)...L—pyz7)

El dnico polo ( p,) del filtro y(n) = x(n) +a,y(n—1), ya analizado, cuya funcién de transferencia

es H(z) :1;_1, se encuentra obviamente en a,, pues 1—a,z " equivale a (L— p,z™") en la
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ecuacion general anterior. Veamos como se grafica ese polo (con una X) en el plano z, para un valor
de a,=0.8.

imag

aQ real

Figura 18

Podemos obtener la respuesta del filtro para una frecuencia cualquiera trazando un segmento entre
el punto a, y el punto sobre la circunferencia unitaria que representa a la frecuencia elegida. La

ganancia que aporta el polo sobre la frecuencia considerada equivale al reciproco (1 /L) de la
longitud del segmento (L).

R/2 Hz 0 Hz

Figura 19

Si movemos el punto e’ sobre la circunferencia, entre 0 y = radianes, y calculamos el reciproco de

las longitudes entre ese punto y el polo, para cada angulo o, obtendremos asi la respuesta en
frecuencia. Este es el equivalente grafico de la evaluacion de la funcién de transferencia para

z=¢'”, que calculamos anteriormente.
Obtenida la funcion de transferencia

1

H(e!")=——
") 1-ae™”

si consideramos a,= 0.8 y = 0 radianes (que equivale a la frecuencia de 0 Hz),

1-ae ' =1-0.8cos(0)=0.2
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que es la longitud L. Haciendo el reciproco de L (o sea 1/ L) obtenemos la ganancia para 0 Hz (1/
0.2=5).

Figura 20

Veamos un caso mas, cuando a,= 0.8 y o = n/2 radianes (que equivale a la frecuencia de R/4 Hz).

el?

R/2 Hz
al

Figura 21

En este caso, la longitud L equivale, de acuerdo al teorema de Pitagoras a v/1* + 0.8* =1.28 , por
lo cual la ganancia para R/4 Hz es 1/1.28 =0.78.

En general, a L la podemos calcular como la distancia entre dos puntos en el plano complejo, que
son respectivamente p, =a,(cosé+ jsind) y e’ =cosw+ jsinw. Aplicando el teorema de
Pitagoras, L resulta ser

L= \/(al cos@ —cosw)’ + (a,sin @ —sin w)?

pero para calcular la ganancia aportada por el polo debemos hacer el reciproco de L, dado que los
polos —a diferencia de los ceros- se encuentran en el denominador.

1 1
L \/(al cos@ —cosw)’ + (a,sin @ —sin w)?

pee)-

Anteriormente calculamos la respuesta en frecuencia de y(n)=x(n)+a,y(n—1) a partir de la
transformada Z de su respuesta a impulso. EI mismo resultado obtenemos calculando los reciprocos
de las distancias entre el polo y e'”, para cada valor de , mediante esta Ultima ecuacion, con a,=
0.8.
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0.5 10 1.5 20 2.5 30

Figura 22

En el caso donde existan méas polos, o incluso ceros, la magnitud del espectro puede obtenerse
mediante la siguiente expresion:

M

[z

HE™)|=a,5—

H Lp,
i1

M . N
donde H Lz, indica el producto entre todas las longitudes entre los ceros y el punto e’y H Lp,
i=1 i=1

el producto entre todas las longitudes entre los polos y el punto €.

En relacion con las fases, si @z es el angulo formado por la linea que une al cero z; con e,y

b, es el angulo formado por la linea que une al polo p; con e’ las fases en funcion del angulo o
son:

ZH(e) = iezi - ie o
i=1 i=1

Filtro bicuadratico

El filtro bicuadratico toma su nombre a partir de las dos funciones cuadréaticas que contiene. Su
ecuacion por diferencias es:

y(n) =byx(n) +bx(n=1) +b,x(n-2) —a,y(n-1) +a,y(n - 2)
y la funcién de transferencia es

by +0,z7" +b,27

H(z)=
2) 1+az " +a,z?

24



Procesamiento Digital de Sefiales de Audio — Filtros digitales Dr. Pablo Cetta

A fin de simplificar, vamos a convertir antes a los exponentes negativos de las z en positivos,
multiplicando por z°/z°.

boz? +b,z" +b,

H(z) = 2 1
2’ +az'+a,

Ahora, para poder factorearlos, y encontrar las raices de los polinomios, dividimos numerador y
denominador por b,. Denominaremos a los b, /b, como £, .Y a by, lallamamos g.

2’ + B+
H(Z)zg > ﬂll ﬂZ
2* +az +a,

Resolviendo los dos polinomios mediante la formula cuadrética, nos queda:

_-BEB 4B, _catya’-4a,

2 2

q

yH(z) factoreada es

_ (Z B ql)(z B qz)
Hiz)= g((z “p- pz)J

Multiplicando ahora por z™*/z ", para regresar a los exponentes negativos de z

_ (l_ qlzil)(l_ qzzil)
()= g((l— 02 )1 pzz'l)j

La multiplicacién en el dominio z equivale a la distribucion de filtros de primer orden en serie. En
tal sentido, podemos escribir la ecuacion del filtro bicuadratico separando los términos mediante
multiplicaciones, de la siguiente forma:

H(z)=g(1—q1z1)(1—q2zl)( L ]{ L J

1-pz* \1-p,z™

Cada término entre paréntesis es un filtro de un polo o un cero, y en Pure Data puede programarse
como a continuacidn se observa, empleando los objetos czero~y cpole~.
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r~ signal
r Ref(gl)
r Im{gl)

CZero-~- r RE':qZ.I

r Im{g2)

czero- r Relpl)
r Im{pl)
=
cpole~ r Reip2)
r Im{p2)

cpnle;
s~ 5_out
Figura 23

Re(ql), Im(ql), y las demas etiquetas se refieren a la ubicacion de los ceros y polos a través de
coordenadas cartesianas.

El denominador de la funcion de transferencia factorizada (A(z)) puede representarse del siguiente
modo:

A(z)=1+az'+a,z?=(1-Re’z")(1-Re?z")=1-Rcos(@)z " + R?z?

en la cual Re!” y Re ™' son las raices conjugadas del polinomio, @ = 27 f.T representa a la
frecuencia resonante f_, y R determina el ancho Q de resonancia. Los coeficientes &, y a, en la

ecuacion en diferencias son, por lo tanto, — Rcos(6) y RZ, respectivamente, lo cual ya habiamos
observado al tratar el filtro de dos polos.

Teorema del desplazamiento

En relacion con la transformada Z, el teorema del desplazamiento establece que un retardo A en el
dominio del tiempo corresponde a una multiplicacién por z™* en el dominio de la frecuencia

Xx(N—A) < 27°X(2), A>0

Demostracion:

Z{x(n-a)}=3 x(n-A)z"
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- Z x(m)z (") m=n-A

m=—A

o0

= x(mz ™"z A>0, x(N)=0 para n<0
m=0

0

=z ) x(myz™"

m=-0

Z{x(n-A)}=2"X(2)
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